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ВВЕДЕНИЕ

Разделение частиц по форме является одной из важных задач микрофлюи-
дики – области науки, изучающей движение потоков жидкостей и движение объ-
ектов, переносимых жидкостью в микроканалах. В качестве объектов могут вы-
ступать биологические клетки, разделение которых по форме может давать цен-
ную информацию при проведении медицинских анализов. Манипуляция клетками
может осуществляться как при помощи создания внешних полей (электрическое,
магнитное), так и только за счёт разности давлений в микроканале. Изучением
последних систем занимается инерционная микрофлюидика: она исследует дей-
ствие инерционной подъёмной силы на частицы при их движении по каналу при
конечных числах Рейнольдса течения. Эта сила заставляет мигрировать частицы
поперёк линий тока и фокусироваться на определённом расстоянии от стенки ка-
нала. Для частиц разного размера и формы положения равновесия различны, что
позволяет искать новые механизмы их разделения.

При проведении реального эксперимента важно знать вид функциональный
зависимости инерционной подъёмной силы от параметров частицы: её плотности
частицы, размера, формы и ориентации в потоке жидкости. Зная эту зависимость,
можно управлять частицами посредством, например, уравновешивания инерцион-
ной подъёмной силы силами, действующими со стороны внешнего поля. Проблема
здесь заключается в том, что вывод аналитической формулы для подъёмной силы,
действующей на частицу в канале, не представляется возможным, так как задача
обтекания частицы при конечных числах Рейнольдса является нелинейной. Су-
ществуют асимптотические решения для некоторых предельных случаев, однако
более точную информацию позволяет получить численное моделирование.

Предметом исследования настоящей магистерской диссертации является
инерционная миграция частиц несферической формы на примере эллипсоидов
вращения (сфероидов). Сфероиды выбраны в качестве объекта исследования по
нескольким причинам: их форма определяется всего одним параметром, варьи-
руя который, можно получать сплюснутые и вытянутые объекты; их движение в
сдвиговом течении достаточно хорошо изучено теоретически и эксперименталь-
но; многие природные объекты имеют сфероидальную форму. В работе будут рас-
смотрены нейтрально плавучие частицы, то есть частицы, плотность которых сов-
падает с плотностью окружающей их жидкости. Проблема сортировки таких ча-
стиц актуальна, поскольку многие природные объекты являются нейтрально пла-
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вучими в жидкостях, широко используемых в экспериментах, и на данный момент
существует относительно мало методов, позволяющих их эффективно разделять.
Для исследования миграции частиц используется численный метод решёточного
уравнения Больцмана. Данный метод продолжительное время успешно применя-
ется для решения задач по гидродинамике: он позволяет измерять силу, действу-
ющую на частицы, а также сравнительно быстро проводить расчёты по моделиро-
ванию гидродинамических течений.

Для выполнения работы были поставлены следующие цели:

∙ численно изучить инерционную миграцию нейтрально плавучих частиц – сфе-
роидов сплюснутой и вытянутой форм;

∙ изучить влияние на инерционную подъёмную силу частиц таких параметров
как форма частицы и режим её движения.

Для пошаговой реализации цели решались следующие задачи:

1. определение режима движения сфероидов при заданной начальной ориента-
ции частицы;

2. выявление зависимостей положений равновесия частиц от их формы;

3. измерение инерционной подъёмной силы в компьютерном моделировании и
предложение скейлинговой формулы для сплюснутых сфероидов.

Магистерская диссертация состоит из следующих глав. В главе 1 будет сде-
лан литературный обзор имеющихся источников по тематике исследования. Далее
в главе 2 представлена теоретическая модель, там же описаны детали моделиро-
вания системы. В 3-й главе содержатся полученные лично автором результаты
работы и их анализ. В конце работы – выводы, благодарности и список литератур-
ных источников.
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1. ЛИТЕРАТУРНЫЙ ОБЗОР

В главе сначала рассказывается, чем обусловлено возникновение инерцион-
ной подъёмной силы при движении частиц в жидкости. Далее в параграфе 1.2 при-
ведены уравнения движения частицы. В параграфе 1.3 описано отличие движения
частиц несферической формы от движения сфер, сделан обзор эксперименталь-
ных и теоретических методов исследования инерционной миграции и режимов
движения сфероидов. В последнем параграфе рассказывается о методах числен-
ного моделирования применительно к решению задачи о движении сфероидов.

1.1 Современные знания об инерционной подъёмной силе

Рассмотрим задачу расчёта течения вязкой несжимаемой жидкости. Движе-
ние жидкости описывается основным уравнением гидродинамики – уравнением
Навье-Стокса [1]:

𝜌
(︁𝜕U*

𝜕𝑡
+ (U*∇)U*

)︁
= −∇𝑝+ 𝜂ΔU*. (1.1)

Здесь 𝑈 * – макроскопическая скорость жидкости, причём здесь и далее ин-
декс «*» обозначает размерные величины. За 𝜌 обозначена плотность жидкости,
а 𝜂 – динамическая вязкость. Обезразмеривание величин, входящих в уравнение
Навье-Стокса для сплошной среды, даёт следующую формулу:(︁𝜕U

𝜕𝑡
+ (U∇)U

)︁
= −∇𝑝+

1

Re
Δ𝑈. (1.2)

В этом уравнении возникает важный безразмерный параметр – число Рей-
нольдса Re = 𝜌𝑈inf𝐿

𝜂 , характеризующее режим движения жидкости в системе –
ламинарный или турбулентный. В Re входит комбинация параметров жидкости
– плотности 𝜌, скорости невозмущённого течения 𝑈inf , масштаба длины 𝐿 и 𝜂 –
динамической вязкости. Величины U и 𝑝 обезразмерены на 𝑈inf и 𝜌𝑈 2

inf соответ-
ственно. Члены уравнения, расположенные слева в скобках, обусловлены инер-
цией жидкости и по этой причине называются инерционными. Справа – градиент
давления и вязкие силы. В общем виде уравнение Навье-Стокса не имеет аналити-
ческого решения, однако есть частные случаи, которые позволяют решить некото-
рые классы задач точно [2]. Если число Рейнольдса системы мало, то инерционны-
ми членами можно принебречь. Поскольку при течении реальной жидкости число
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Рейнольдса не равно нулю никогда, то в той или иной степени инерционные чле-
ны всегда присутствуют в системе, однако пренебрежение ими даёт возможность
линеаризовать задачу.

Если к уравнению Навье-Стокса для малых Re (−∇𝑝 + 𝜂ΔU* = 0) доба-
вить уравнение неразрывности для несжимаемой жидкости (𝑑𝑖𝑣U = 0), то данная
система уравнений называется уравнениями Стокса (уравнениями ползущего те-
чения). Благодаря такому упрощению становится возможным получить точные
решения даже для течений сложной геометрии [3].

Задача значительно усложняется, когда инерцией течения пренебречь нель-
зя. Существуют классические эксперименты, которые показывают насколько ве-
лики могут быть отклонения от теории, если в её основе не лежит учёт инерци-
онных членов в уравнении Навье-Стокса. Так, ещё Пуазейль при исследовании
течения крови впервые наблюдал, что область возле стенок канала оставалась сво-
бодной от частиц [4]. Значит, на частицы действовала перпендикулярная потоку
сила, заставляющая частицы двигаться поперёк линий тока, что было невозможно
предсказать исходя из уравнений Стокса.

С течением времени накапливалось всё больше данных, при анализе кото-
рых нельзя было пренебрегать инерцией жидкости. Активные экспериментальные
исследования инерционных эффектов начались в 60-х гг. XX века. В 1962 году
Сегрэ и Зильберберг опубликовали эксперимент, в котором при движении в ци-
линдрическом канале нейтрально плавучие частицы мигрировали поперёк линий
тока ламинарного течения и фокусировались на расстоянии 0.6 радиуса от центра
канала [5], [6]. Предполагалось, что миграция обусловлена возникновением инер-
ционной подъёмной силы, значение которой обращалось в ноль в точке равнове-
сия. Эта структура была названа кольцом Сегрэ-Зильберберга, а сам эксперимент
привлёк внимание теоретиков к изучению инерционной подъёмной силы.

Первое теоретическое объяснение инерционной миграции было предложено
в статье [7]. В этой работе была вычислена инерционная подъёмная сила, действу-
ющая на частицу в сдвиговом потоке, в предположении, что источником возмуще-
ния поля скоростей является вращение частицы в однородном потоке. Несколько
позже в попытках описать явление кольца Сегрэ-Зильберберга были опубликова-
ны работы [8], [9]. В этих работах возмущение потока сферой радиуса 𝑎 раскла-
дывалось на две составляющие: трансляционное движение частицы в жидкости и
свободное вращение в сдвиговом потоке. Их комбинация давала важный резуль-
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тат [9]:
𝐹𝑙 ∼ 𝜌𝐺2𝑎4𝐶𝑙(𝑧, 𝑎, 𝑉𝑠), (1.3)

показывающий пропорциональность инерционной подъёмной силы плотности жид-
кости, скорости сдвига 𝐺, её радиусу и некоторому коэффициенту 𝐶𝑙, зависяще-
му от радиуса, расстояния до стенки 𝑧 и скорости скольжения 𝑉𝑠, т.е. разности
скоростей частицы и невозмущённого потока жидкости в этой же точке. Асимп-
тотики для 𝐶𝑙 имелись только для случая точечной частицы в течении Пуазейля
( [9], [10]), теми же авторами было изучено влияние стенок на силу 𝐹𝑙 при малых
Re. Позже авторы работы [11] проделали выкладки для частицы конечного ради-
уса 𝑎 в сдвиговом течении. Продолжая теоретические исследования инерционных
эффектов, автором статьи [12] было рассмотрено движение сферических частиц
при числах Re > 100 и показано, что положения равновесия частиц в таком те-
чении смещаются ближе к стенкам канала. В недавней работе [13] было предло-
жено обобщение результатов, полученных в [9] и действующих вплоть до чисел
Re ∼ 20: в ней учитывалось изменение локального сдвига в точке нахождения
сферы.

1.2 Уравнения движения частицы в жидкости

Получим уравнение траектории частицы произвольной формы при помеще-
нии её в поток жидкости. В этой задаче уравнение движения вязкой жидкости 1.1
решается совмесно с уравнениями на трансляционную и угловую скорости:

𝑀
𝑑V

𝑑𝑡
= F (r,d,V,Ω, 𝑡) , (1.4)

𝐼
𝑑Ω

𝑑𝑡
+Ω×

(︁
𝐼Ω

)︁
= T (r,d,V,Ω, 𝑡) , (1.5)

где 𝑀 – масса частицы, r,V,d,Ω – векторы положения, трансляционной
скорости, ориентации и угловой скорости соответственно, 𝐼 – тензор инерции. В
правой части уравнений стоят сила и момент вращения, действующие на частицу
со стороны жидкости:

F(𝑡) =

∫︁∫︁
𝑠𝑝

𝜏 (𝑥)𝑑𝑠, (1.6)
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T(𝑡) =

∫︁∫︁
𝑠𝑝

x× 𝜏 (𝑥)𝑑𝑠. (1.7)

Интегралы берутся по поверхности частицы 𝑠𝑝, 𝜏𝑖 = 𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗 – компонента
вектора касательных напряжений жидкости, а тензор напряжений несжимаемой
жидкости имеет вид 𝜎𝑖𝑗 = −𝑝𝛿𝑖𝑗 + 2𝜂(𝜕𝑖𝑈𝑗 + 𝜕𝑗𝑈𝑖).

Для нахождения касательных напряжений необходимо решить задачу обте-
кания частицы жидкостью с учётом внешних условий. В общем случае при ко-
нечных числах Рейнольдса задача аналитически не решается, однако существуют
упрощения, которые позволяют успешно получать результаты численными мето-
дами.

Одним из упрощений является квазистатическое приближение. Пусть после
разгона движение частицы становится квазистационарным, тогда вкладом произ-
водных по времени и эффектом присоединённой массы можно пренебречь, и урав-
нение поступательного движения имеет следующий вид:

F (r,d,V,Ω, 𝑡) = 0 (1.8)

Сила, действующая на частицу со стороны жидкости, может быть разложе-
на на две составляющие. Во-первых, возникает сила вязкого (лобового) сопротив-
ления (𝐹𝑑𝑟𝑎𝑔), которая стремится скомпенсировать разницу скоростей частицы и
окружающей жидкости. Во-вторых, возникает сила, вызывающая движение части-
цы поперёк линий тока. Это инерционная подъёмная сила (𝐹𝑙). Значит, общая сила
представима в виде суммы:

F = Fdrag + Fl (1.9)

Для жёсткой сферической частицы в неограниченном течении [2]:

Fdrag = 6𝜋𝜂𝑎

(︂
U* −V* +

𝑎2

6
ΔU*

)︂
, (1.10)

где 𝑎2

6 ΔU* – поправка Факсена для неоднородного поля скоростей [14]. Формула
справедлива для случаев малых чисел Рейнольдса частицы: Re𝑝 = 𝑎2𝐺/𝜈 ≪ 1,
где 𝐺 – скорость сдвига течения, 𝜈 = 𝜂/𝜌 – кинематическая вязкость жидкости.

Если же есть ограничивающая стенка, то при движении частицы вблизи стен-
ки канала возникает дополнительный вклад в уравнение (1.10) за счёт вращения
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частицы. Совместное решение системы уравнений для силы и вращающего момен-
та приводит к следующему уравнению на трансляционную скорость движущейся
частицы:

𝑉 *
𝑥 = 𝑈 * (𝑧)ℎ𝑥, (1.11)

где ℎ𝑥 – поправочный коэффициент, зависящий лишь от 𝑧/𝑎. Полный вид прибли-
жённых формул для вычисления ℎ𝑥 приведён в статье [15].

В отличие от силы вязкого сопротивления инерционная подъёмная сила за-
висит от скорости жидкости существенно нелинейным образом. Для небольших
Re задача может быть частично линеаризована, и возмущение, вызываемое движе-
нием частицы, представляется в виде суммы двух составляющих и малой поправ-
ки за счёт их взаимодействия. Первая составляющая связана с трансляционным
движением частицы и возникающей при этом скорости скольжения:

𝑉 *
𝑠 = 𝑉 * − 𝑈 * (1.12)

Это возмущение называют стокслетом. Вторая составляющая связана со свобод-
ным вращением частицы в сдвиговом течении (стресслет). При малом числе Рей-
нольдса канала, объединяя два возмущения с учётом нелинейных поправок, мож-
но получить следующую формулу для инерционной подъёмной силы [9]:

𝐹 *
𝑙 = 𝜌𝑎2

(︀
𝑐𝑙0𝑎

2𝐺2 + 𝑐𝑙1𝑎𝐺𝑉 *
𝑠 + 𝑐𝑙2𝑉

*2
𝑠

)︀
, (1.13)

где коэффициенты 𝑐𝑙𝑖 (𝑖 = 0, 1, 2) в общем виде зависят от обезразмеренных па-
раметров 𝑧/𝑎, 𝐻/𝑎, 𝑉 *

𝑠 /𝑈
*
𝑚, точные выражения для них были получены лишь в

некоторых предельных случаях [9], [16].

В случае задачи о движении частицы в течении Пуазейля уравнение (1.13)
после обезразмеривания принимает вид:

𝐹 *
𝑙 = 𝜌𝑎4𝐺2

𝑚𝑐𝑙, (1.14)

где коэффициент
𝑐𝑙 = 𝑐𝑙0 + 𝑐𝑙1𝑉𝑠 + 𝑐𝑙2𝑉

2
𝑠 (1.15)

зависит только от скорости скольжения, обезразмеренной на 𝑎𝐺𝑚 (𝐺𝑚 = 4𝑈 *
𝑚/𝐻

– максимальная скорость сдвига). Как было показано в [13], формула для инер-
ционной подъёмной силы может быть обобщена на весь канал вплоть до Re ∼ 20:

𝑐𝑙 = 𝑐𝑙0(𝑧/𝐻) + 𝛾𝑐𝑙1(𝑧/𝑎)𝑉𝑠 + 𝑐𝑙2(𝑧/𝑎)𝑉
2
𝑠 , (1.16)
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где 𝑐𝑙𝑖 берутся из предыдущих теоретических работ, а 𝛾 = 𝐺(𝑧)/𝐺𝑚 = 1 −
2𝑧/𝐻 ≤ 1 – обезразмеренный коэффициент, учитывающий изменение скорости
сдвига в точке расположения частицы.

В условиях квазистационарного движения инерционная подъёмная сила урав-
новешивается z-компонентой силы вязкого сопротивления:

𝐹 *
𝑙 = −𝐹 *

𝑑𝑟𝑎𝑔𝑧 (1.17)

Сосласно работе [17], z-компонента 𝐹𝑑𝑟𝑎𝑔 выражается через скорость ми-
грации частицы 𝑉 *

𝑚𝑖𝑔:

𝐹 *
𝑑𝑟𝑎𝑔𝑧 ≈ −6𝜋𝜂𝑎𝑉 *

𝑚𝑖𝑔𝑓𝑧(𝑧, 𝑎), (1.18)

𝑓(𝑧) – поправка на гидродинамическое взаимодействие со стенками канала [17].

Таким образом, знание выражения для инерционной подъёмной силы позво-
ляет записать уравнение на скорость миграции частицы поперёк линий тока 𝑉 *

𝑚𝑖𝑔:

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑉 *

𝑚𝑖𝑔 =
𝐹 *
𝑙

6𝜋𝜂𝑎𝑓𝑧
=

𝑐𝑙𝑎
3𝐺2

𝑚

6𝜋𝜈𝑓𝑧
(1.19)

Разделив выражение (1.19) на скорость трансляционного движения (уравне-
ние (1.11)), получим уравнение траектории частицы в профиле Пуазейля:

𝑑𝑧

𝑑𝑥
=

𝑎3𝐺𝑚

6𝜋𝜈

𝑐𝑙
𝑓𝑧𝑧 (1− 𝑧/𝐻)ℎ

. (1.20)

Асимптотические формулы для инерционной подъёмной силы, описанные в
данном разделе, относятся к сферическим частицам, размер которых много мень-
ше ширины канала. Для крупных частиц, а также для частиц несферической фор-
мы подобных формул не существует. Поэтому исследование их миграции возмож-
но только методами численного моделирования.

Главной особенностью несферических частиц (в частности, сфероидов) яв-
ляется наличие различных режимов вращения в зависимости от их формы и чис-
ла Рейнольдса. Вращение несферической частицы приводит к нестационарному
возмущению потока, поэтому инерционная подъёмная сила становится зависима
от времени. Кроме того, момент силы со стороны жидкости постепенно меняет
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ориентацию частицы до тех пор, пока не будет достигнуто стабильное движение,
что оказывает влияние и на поперечную миграцию. Вышесказанное означает, что
инерционный коэффициент 𝑐𝑙 становится зависим от времени и ориентации даже
при фиксированной координате 𝑧: 𝑐𝑙 = 𝑐𝑙(𝑧,d, 𝑡). Об этих эффектах пойдёт речь
в следующем разделе, где будет рассмотрена литература, касающаяся движения
объектов несферической формы.

1.3 Теоретические и экспериментальные сведения о движении несфе-
рических частиц

Первое теоретическое описание движения несферических объектов отно-
сится к началу XX века. Среди работ первой четверти XX века особое внимание
следует уделить статье Г.Джеффри [18]. Джеффри показал, что сфероиды, обте-
каемые потоком, движутся по-разному в зависимости от их формы, сплюснутой
или вытянутой. Статья важна тем, что в ней сформулированы теоретические по-
ложения, проверенные затем экспериментально Г.Тейлором [19]:

∙ движение сфероидов в линейном сдвиговом течении является периодиче-
ским,

∙ зависит от начальных условий частицы,

∙ подчиняется уравнению траекторий, названных впоследствии орбитами Джеф-
фри,

∙ предполагается, что среди множества орбит устойчивыми являются те, что
соответствуют минимуму диссипации энергии: вытянутым сфероидам со-
ответствуют орбиты, при движении по которым в вязкой жидкости ось сим-
метрии вращения становится перпендикулярной потоку (режим качения), а
сплюснутым – параллельно (режим «кувыркания») (это положение было в
дальнейшем опровергнуто).

Теоретические исследования сфероидов были продолжены в 50-х г.г. XX
века. К этому времени накопилось некоторое количество экспериментальных дан-
ных, которые указывали как на подтверждения теоретических положений Джеф-
фри, так на то, что эти положения должны быть скорректированы. Например,
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Биндер для проверки траекторий Джеффри исследовал движение частицы чело-
веческого волоса в глицерине и обнаружил, что при отношении полуосей частицы,
больших критического значения, становится устойчивой орбита, соответствую-
щая, наоборот, максимуму диссипации энергии [20]. Этим экспериментом была
опровергнута последняя гипотеза Джеффри. Похожие замечания были сделаны в
работах [21], [22] по исследованию движения цилиндрических стержней из разных
материалов в кукурузном масле: было обнаружено, что частицы могут переходить
с одной орбиты Джеффри на другую. Таким образом нарушалась зависимость кон-
кретной траектории исключительно от начальных условий частиц. Большой шаг
в обосновании экспериментов сделан Саффманом в 1956 году, который учёл в
уравнениях движения жидкости нестационарность движения и ввёл скорость из-
менения параметра, конкретизирующего траекторию Джеффри [23]. Эти знания
позволили также опровергнуть гипотезу Джеффри о минимуме диссипации энер-
гии: определено, что для вытянутых сфероидов устойчив режим «кувыркания», а
для сплюснутых – качение.

К началу 60-х гг. были накоплены знания об инерционной миграции не толь-
ко сфер, но и жёстких цилиндров, стержней [24], [25], [26], что заинтересовало
E.Харпера и других учёных описать явление теоретически [27], [28]. Так, при мо-
мощи поправок Озеена из [29] были определены компоненты тензора подъёмной
силы несферических частиц для случая простого сдвига [28].

Большой интерес к практическому применению инерционной миграции воз-
ник, когда технически стало возможным проведение экспериментов на микромас-
штабах. На тот момент уже было известно, что величина инерционной подъём-
ной силы зависит от размера частицы, скорости скольжения, а также что частицы
разной формы могут иметь различные режимы движения. Все эти факты легли
в основу использования течений в микроканалах для фокусировки и сортировки
микрообъектов.

За последнее время успели стать классическими работы учёных Ди Карло и
Багата [30], [31]. В этих работах была проведена так называемая пассивная фоку-
сировка, т.е. фокусировка частиц в течении под действием градиента давления без
использования внешних полей. Микроканалы имели искривлённую форму – в ви-
де спирали и серпантина, благодаря чему на частицу, помимо инерционной подъ-
ёмной силы 𝐹𝑙, действовала сила Дина 𝐹𝐷, возникающая из-за наличия у канала
радиуса кривизны. Баланс двух сил приводил частицы к фокусировке на нужном
расстоянии от стенок на выходе из установки (геометрия установки показана на
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рис.1.1).

Рисунок 1.1 – а) Схема канала для фокусировки частиц; б) Схема поперечного сечения
канала: левый рисунок – распределение частиц на входе, средний – положения равнове-
сия при действии только 𝐹𝑙; справа – сокращение количества положений равновесия при
действии дополнительной силы Дина. Рисунок взят из [31].

С момента выхода двух основополагающих работ, положивших начало инер-
ционной микрофлюидике, было проведено огромное количество исследований,
основными задачами которых являлись поиск наиболее эффективных механизмов
как сортировки, так и фокусировки микрообъектов в зависимости от их плотно-
сти, размера. В центре внимания также стояла задача сортировки по форме. Сде-
лать механизм эффективным получалось за счёт уравновешивания инерционной
подъёмной силы уже описанной силой Дина [32], созданием электрического [33]
и магнитного [34], [35] полей, а также модификацией формы канала [36], [37]. При
помощи микрофлюидных устройств удалось провести сортировку таких биологи-
ческих объектов как ДНК, бактерий [38] и вирусов [39]. Наиболее полный обзор
существующих на данный момент методов в инерционной микрофлюидике сделан
в работе [40], а в работе [41] собран огромный материал, касающийся сортировки
частиц по форме.

Сортировка по форме подразумевает разделение объектов одинакового или
очень близкого объёма. Так, авторами работы [42] продемонстрирован способ де-
ления близких по объёму частиц в форме сфероидов по степени отношения по-
луосей, т.е. степени «вытянутости» сфероидов. Чем больше это отношение, тем
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ближе к центру канала фокусировалась частица, что видно на рисунке 1.2 (c).

Рисунок 1.2 – Эксперимент по фокусировке сфероидальных частиц. а) Схема микро-
канала; б) Размеры сфероидов в)Наблюдение фокусировки частиц в профиле Пуазейля.
Рисунок взят из [42].

Несмотря на большое количество созданных микрофлюидных устройств, в
инерционной микрофлюидике есть немалое число ещё не решённых задач. Они
решаются путём проведения не только реальных экспериментов, но и численных.
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1.4 Моделирование движения несферических частиц

Для численного моделирования инерционной миграции частиц и определе-
ния действия инерционной подъёмной силы на частицы в потоке в настоящее вре-
мя широко используются метод конечных элементов [43], [44], метод диссипа-
тивной динамики частиц [45] и метод решёточного уравнения Больцмана (Lattice
Boltzmann method – LBM) [46]. Последний метод хорошо подходит для модели-
рования течений с частицами, потому что позволяет рассчитывать течения в слож-
ных областях, в том числе с подвижными границами, без перестройки сетки [47],
подходит для моделирования многофазных сред, а также превосходит остальные
методы по лёгкости распараллеливания процессов. В силу наличия таких преиму-
ществ для проведения расчётов был выбран именно LBM. Детальное описание
метода решёточного уравнения Больцмана приведено в приложении к работе.

Численное моделирование позволило хорошо изучить движение сфероидов
разной формы как в сдвиговом потоке [48], так и в течении Пуазейля в каналах
круглого [49] и прямоугольного [50] поперечных сечений, и построить аналог фа-
зовых диаграмм: устойчивость того или иного режима в зависимости от отноше-
ния полуосей частицы и числа Рейнольдса.

В работе [48] было установлено, что в сдвиговом течении существует 5 ре-
жимов движения сфероидов сплюснутой формы (показаны на рисунке 1.3). В за-
висимости от внешних условий реализуется один из них.

Согласно рисунку 1.3 определим систему координат, связанную со сферои-
дом. Ось 𝑥′ направим вдоль оси симметрии частицы. Режим «кувыркания» харак-
теризуется периодическим вращением оси 𝑥′ в плоскости течения. При качении
частица вращается вокруг 𝑥′, которая всё время остаётся перпендикулярна плос-
кости течения. «Каякинг» характеризуется прецессией оси 𝑥′ вокруг оси, напра-
ленной вдоль течения. При наклонном качении 𝑥′ всё время остаётся зафиксиро-
ванной под некоторым углом к плоскости течения, частица при этом продолжает
вращаться вокруг 𝑥′. Стационарное движение – движение, при котором и наклон
𝑥′, и угловая скорость частицы фиксированы. Вытянутый сфероид помимо таких
же режимов движения имеет ещё один – наклонный «каякинг» [51].

При исследовании сфероидов в каналах различных сечений в [45], [50] уста-
новлены пределы устойчивости режимов качения и «кувыркания» для сплюсту-
тых и вытянутых сфероидов в зависимости от числа Рейнольдса. Так, известно,
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Рисунок 1.3 – Режимы движения сфероидов в линейном сдвиговом потоке: а) «кувыр-
кание»; b) качение; c)«каякинг»; d) качение под наклоном; e) стационарное движение.
Рисунок взят из [48].

что для чисел Рейнольдса до Re = 100 для сфероидов сплюснутой формы устой-
чив режим качения, а для вытянутых – «кувыркание». Также было показано, что
положения равновесия частиц одинакового объёма зависят от их формы. Однако в
этих работах при изучении инерционной миграции сфероидов задача определения
функциональной зависимости подъёмной силы от геометрических параметров ча-
стицы не ставилась. На данный момент ни экспериментальными, ни численными
методами не выявлено, какой комбинации полуосей пропорциональна подъемная
сила 𝐹𝑙 и как она зависит от ориентации частицы в потоке. В этой связи необхо-
димо всесторонне исследовать инерционную миграцию несферических частиц в
каналах при умеренных числах Рейнольдса течения, с чем и связана постановка
целей настоящей работы.
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2. МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

В настоящем разделе изложены методы исследования, использованные в хо-
де работы. В пункте 2.1 описана решаемая задача. Далее в пункте 2.2 представле-
но описание параметров, использованных в ходе компьютерного моделирования
течения в канале.

2.1 Математическая модель

Рассмотрим плоский микроканал в виде двух бесконечных плоскостей, раз-
несённых на расстояние 𝐻 друг от друга. Рассмотрим течение ньютоновской жид-
кости по каналу под действием градиента давления ∇𝑝. Организуем следующую
декартову систему координат: ось 𝑥 направим вдоль течения жидкости, 𝑦 – вдоль
плоскости перпендикулярно к 𝑥, а 𝑧 – ортогональна плоскости (𝑥𝑦). Описанная
система представлена на рисунке 2.1.

z

y

e

H

x

–∇p

Рисунок 2.1 – Система координат и схема течения жидкости в канале.

Движение жидкости в канале описывается уравнением Навье-Стокса для
несжимаемой жидкости 1.1. Зададим граничные условия (ГУ) на стенках канала –
условия прилипания и непротекания (ГУ первого рода):

U*|𝑧=0,𝑧=𝐻 = 0 (2.1)
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В таком случае скорость жидкости описывается профилем Пуазейля:

𝑈(𝑧)* = 4𝑈 *
𝑚

𝑧

𝐻
(1− 𝑧

𝐻
), (2.2)

где 𝑈 *
𝑚 – скорость жидкости в центре канала. Число Рейнольдса канала вво-

дится следующим образом: 𝑅𝑒 = 𝑈 *
𝑚𝐻/𝜈, 𝜈 – кинематическая вязкость жидко-

сти.

Движение нейтрально плавучих сфероидов описывается уравнениями (1.4-
1.7) со следующими начальными условиями: частицы запускаются на конечном
расстоянии 𝑧0 от стенки канала с заданной ориентацией 𝑑0, трансляционная и уг-
ловая скорости равны нулю. В работе рассмотрены сфероиды с радиусами вра-
щения 𝑎/𝐻 = 0.1, 0.075 и с разным отношением полуосей 𝑏/𝑎 = 0.5, 0.8, 1,
1.25, 1.5, 1.75, 2. Объекты с 𝑏/𝑎 = 0.5, 0.8, 1, 1.5, 2 представлены на рисунке 2.2.

2b

2a

b/a=0.5

d

b/a=0.8 b/a=1 b/a=1.5 b/a=2

Рисунок 2.2 – Изучаемые в работе сфероиды: b/a<1 – сплюснутые частицы, b/a>1 – вы-
тянутые частицы. Директор d направлен вдоль оси вращения.

2.2 Компьютерное моделирование

Все компьютерные расчёты в работе проводились методом решёточного урав-
нения Больцмана (Lattice Boltzmann Method) [46]. Подробное описание метода
приведено в приложении к работе.

Для проведения вычислительного эксперимента был использован компью-
терный код, реализованный на языке Fortran группой учёных под руководством
Й.Хартинга [52]. Распараллеливание процессов реализовано передачей информа-
ции через MPI (Message Passing Interface) [53]. Обработка полученных данных
производилась путём написания скриптов на языке программирования Python.
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Область моделирования, состоящая из ячеек D3Q19, заключена между дву-
мя непроницаемыми плоскостями, находящимися в координатах 𝑧 = 1𝛿 и 𝑧 =

81𝛿, так что ширина канала оказывается равной 𝐻 = 80𝛿 (𝛿 – условное расстоя-
ние между узлами решётки). Длина и ширина ячейки 𝑁𝑥 = 𝑁𝑦 = 128𝛿 выбраны
исходя из оптимального времени счёта. На верхней и нижней стенках заданы гра-
ничные условия прилипания. На боковых стенках ячейки установлены периодиче-
ские граничные условия: при пересечении границ ячейки частицы смещаются на
расстояние 𝑁𝑥 или 𝑁𝑦 назад без изменения своего состояния (иллюстрация при-
ведена на 2.3).

1

2 3

4

5

Nx

Ny

Рисунок 2.3 – Иллюстрация периодических граничных условий. Стрелка указывает на
перемещение частицы в соседнюю ячейку. Основа для рисунка взята из [47]

К частицам жидкости приложена объёмная сила, генерирующая течение Пу-
азейля, эквивалентное возникающему течению при перепаде давления ∇𝑝. Время
релаксации в операторе столкновений едино и равно единице (см. формулу 4.6
приложения), тогда вязкость жидкости 𝜈 тоже одинакова и, согласно формуле
(4.18), равна 1/6. Числа Рейнольдса, использованные в компьютерном экспери-
менте: 𝑅𝑒 = 𝑈 *

𝑚𝐻/𝜈 = 11.5; 23; 46.

Для моделирования движения частицы в компьютерном коде содержится
модуль молекулярной динамики. Частица представляет собой группу жёстко свя-
занных точек заданной массы. Если в непрерывном случае радиус объекта состав-
ляет 𝑎 для сферы, а радиусы большой и малых полуосей для сфероидов рав-
ны соответственно 𝑎 и 𝑏, то в численном методе эти частицы дискретизируют-
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ся на решётке, причём чем больше размер частицы, тем лучше дискретизирован-
ная и реальная частицы соответствуют друг другу. Граничное условие «частица-
жидкость» реализовано согласно [47]. На частицу действует такая же объёмная
сила, что и на жидкость, что обеспечивает её нейтральную плавучесть. Также мы
не интересовались эффектом взаимодействия частиц друг с другом.

Проводилось два вида компьютерного эксперимента: свободное движение
частиц по каналу с миграцией к положениям равновесия и движение при фиксиро-
ванной координате 𝑧, при котором измерялась компонента объёмной силы 𝐹𝑧. Для
поиска положений равновесия частицы запускались из точек, достаточно близких
к предполагаемому положению равновесия и с ориентацией, близкой к устойчи-
вой. Использовался следующий критерий достижения равновесия: разность меж-
ду z-координатой частицы, усредненной по 1000 и 2000 последним временным ша-
гам не должна превышать 0.1%. Типичная длина траектории составляла 300 000
временных шагов, в отдельных случаях до 500 000. Для вычисления подъемной
силы в уравнениях движения фиксировали z-координату и проводили моделиро-
вание движения частицы в течении 30 000 шагов. На начальном этапе происходит
разгон частицы до некоторого стационарного значения скорости. Этот процесс
занимал 15 000-20 000 шагов. Вертикальная составляющая силы, действующей на
частицу, получалась путем усреднения мгновенных значений силы по 10 000 шагов
после окончания разгона. Мы предполагаем, что такого количество шагов доста-
точно для надежного измерения силы, т.к. значения силы, полученные усреднени-
ем по 5000 и 10000 шагов практически не отличались.
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3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

3.1 Траектории и режимы движения сфероидов разной формы

В первую очередь необходимо было выяснить, каков режим движения будет
устойчивым для сфероидов той или иной формы при умеренных числах Рейнольд-
са канала. Как было показано в литературном обзоре, хорошо изучено вращение
сфероидов в простом сдвиговом течении. Поскольку в нашем компьютерном экс-
перименте профиль течения параболический, то движение характеризуется ло-
кальной скоростью сдвига, зависящей от координаты 𝑧. Числа Рейнольдса частиц
при любой скорости сдвига в поставленном эксперименте такие, что мы ожидали
получить качение для сплюснутых сфероидов и кувыркание – для вытянутых (
[50]).

Был поставлен следующий эксперимент. Нейтрально плавучие частицы в
форме сфероидов разных отношений полуосей запускались в течение с числом
Рейнольдса Re ∼ 23 на некотором расстоянии от стенки канала с нулевой началь-
ной скоростью и небольшим отклонением директора d от оси 𝑧: d = (0.308, 0.308,

0.9). Частицы разгонялись потоком до некоторой равновесной скорости, при этом
за счёт действия инерционной подъёмной силы мигрировали поперёк линий тока
к своему положению расновесия. В таблице 3.1 в первых трёх колонках показано,
какие частицы были исследованы.

На рисунке 3.1 для сфероидов с 𝑏/𝑎 = 0.5, 0.8, 1, 1.25, 1.5, 1.75, 2 изобра-
жены траектории движения, а на рисунке 3.2 – положения равновесия, к которым
приходят частицы. Начальное положение 𝑧0/𝐻 = 0.225, 𝑑0 = (0.308, 0.308, 0.9).

На рисунке 3.1 видно, что режимы движения сплюснутых и вытянутых сфе-
роидов различаются. Если сплюснутые сфероиды приходят к своему положению
равновесия 𝑧𝑒𝑞 и не выходят из него, то вытянутые продолжают вращаться относи-
тельно некоторого среднего положения, т.е. условного 𝑧𝑒𝑞, которое определяется
усреднением по периоду вращения. Таким образом, сплюснутые и вытянутые сфе-
роиды приходят к разным устойчивым режимам. Также, согласно рисунку 3.2, по-
ложения равновесия сплюснутых сфероидов почти не зависят от 𝑏/𝑎, в то же вре-
мя наблюдается явная зависимость от 𝑏/𝑎 средних положений вытянутых частиц.
Так как динамика движения сфероидов разной формы различается, то частицы
разной формы далее будут рассмотрены по отдельности.
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Таблица 3.1 – Типы сфероидов, их режимы движения и положения равновесия
𝑎/𝐻 𝑎𝑟 тип сфероида 𝑧𝑒𝑞/𝐻 устойчивый режим движения
0.1 0.5 сплюснутый 0.249 качение
0.1 0.8 сплюснутый 0.249 качение
0.1 1 сфера 0.248 –
0.1 1.25 вытянутый 0.253 «кувыркание»
0.1 1.5 вытянутый 0.258 «кувыркание»
0.1 1.75 вытянутый 0.264 «кувыркание»
0.1 2 вытянутый 0.270 «кувыркание»
0.075 0.5 сплюснутый 0.237 качение
0.075 0.8 сплюснутый 0.236 качение
0.075 1 сфера 0.236 –
0.075 1.25 вытянутый 0.240 «кувыркание»
0.075 1.5 вытянутый 0.244 «кувыркание»
0.075 1.75 вытянутый 0.250 «кувыркание»
0.075 2 вытянутый 0.256 «кувыркание»
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Рисунок 3.1 – Траектории движения сфероидов с 𝑎/𝐻 = 0.1. Сплошные кривые разных
цветов соответствуют вытянутым сфероидам с 𝑏/𝑎 = 1.25 (фиолетовый), 1.75 (жёлтый), 2
(синий). Пунктирные линии соответствуют сплюснутым сфероидам с 𝑏/𝑎 = 0.5 (красный
штрих-пунктир), 0.8 (зеленый штрих), 1 (черный пунктир).
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Рисунок 3.2 – Положения равновесия сфероидов 𝑧𝑒𝑞 (z-компоненты положения центра
частицы) в зависимости от отношения полуосей 𝑏/𝑎 для двух радиусов вращения: 𝑎/𝐻 =

0.1 (синие символы) и 0.075 (жёлтые символы).

3.2 Движение сплюснутых сфероидов

Рассмотрим свободное движение трёх частиц с 𝑎/𝐻 = 0.1 при 𝑏/𝑎 = 0.5,
𝑏/𝑎 = 0.8 (сфероиды) и 𝑏/𝑎 = 1 (сфера). Два сфероида запускались с нулевой на-
чальной скоростью из точки 𝑧/𝐻 = 0.1875 с начальной ориентацией d = (1, 1, 1).
На рисунке 3.3 (а) приведены траектории всех частиц: видно, что оба сфероида
и сфера приходят к близким положениям равновесия. На рисунке 3.3 показано
изменение y-компоненты вектора ориентации сфероидов. Видно, что частицы по-
степенно приходят в режим качения – режим, при котором вектор ориентации
d и вектор угловой скорости Ω параллельны друг другу и направлены по оси 𝑦

(поперёк потока). Схема установившегося режима изображена на рисунке 3.4.

Рисунок 3.3 (b) показывает, что скорость изменения ориентации частиц за-
висит от отношения 𝑏/𝑎: более плоский сфероид приходит в режим качения быст-
рее. Одновременно 𝑏/𝑎 оказывает лишь небольшое влияние на поперечную мигра-
цию: положения равновесия всех трёх частиц почти не зависят от 𝑏, как было вид-
но на рис. 3.2. Тот же результат показан на рис. 3.5 (а) в укрупнённом масштабе.
Поскольку разделение частиц по форме предполагает, что частицы одинакового
объёма, но разной формы мигрируют по-разному, то для анализа возможности раз-
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Рисунок 3.3 – (а) Траектории движения сплюснутых сфероидов с 𝑏/𝑎 = 0.5 (сплош-
ная красная линия), 0.8 (сплошная зелёная линия), 1 (чёрная штриховая линия) (б) y-
компонента вектора ориентации сплюснутых сфероидов с 𝑏/𝑎 = 0.5 (красная кривая),
0.8 (зелёная кривая). 𝐺𝑚𝑡 – обезразмеренное время.

–∇p
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y x
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d
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Рисунок 3.4 – Схематическое изображение режима качения сплюснутого сфероида. Ω –
направление вращения, 𝑑 – вектор ориентации.

деления построен также график зависимости 𝑧𝑒𝑞 от эквивалентного сферического
радиуса 𝑎𝑒, то есть радиуса сферы, объём которой равен объёму соответствующе-
го сфероида (рисунок 3.5 (b)).

Скачок, который виден на риc.3.5 (b) и наблюдается при переходе от по-
перечного сечения 𝑎/𝐻 = 0.075 к 𝑎/𝐻 = 0.1, означает, что частицы практиче-
ски одинакового объёма, но разной формы имеют разные положения равновесия.
Настоящий результат полезен тем, что он является предпосылкой к сортировке
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Рисунок 3.5 – Положения равновесия сплюснутых сфероидов (а) в зависимости от от-
ношения полуосей 𝑏/𝑎 и (b) в зависимости от эквивалентного сферического радиуса 𝑎𝑒.
Синие символы соответствуют сфероидам c радиусом вращения 𝑎/𝐻 = 0.1, жёлтые - сфе-
роидам с 𝑎/𝐻 = 0.075.

частиц по размеру.

Поскольку в реальных экспериментах, ставящих перед собой задачу сор-
тировки по размеру, инерционная подъёмная сила часто уравновешивается дру-
гой силой, например, магнитной или гравитационной, то для того, чтобы иметь
возможность реализовать сортировку по форме, нужно знать, как информация о
форме входит в выражение для инерционной подъёмной силы. Поэтому на сле-
дующем этапе стояла задача узнать, как инерционная подъёмная сила зависит от
формы частицы. Для нахождения этой зависимости была проведена серия экспе-
риментов по измерению 𝐹𝑙 на разных расстояниях от стенки канала: сплюснутый
сфероид, находящийся в режиме качения, фиксировался на определённом рассто-
янии 𝑧, движение в остальных направлениях и вращение оставались свободными.
В зафиксированном положении измерялась вертикальная компонента силы, дей-
ствующей на частицу. На рисунке 3.6 показаны значения 𝐹𝑙 для половины канала.
Первое предположение заключалось в том, что (по аналогии со сферическими ча-
стицами) подъёмная cила 𝐹𝑙 может быть обезразмерена на эквивалентный сфери-
ческий радиус 𝑎𝑒: 𝐹𝑙 = 𝜌𝑎4𝑒𝐺

2
𝑚𝑐𝑙(𝑧). Как видно на графике, предложенный скей-

линг не приводит к наложению кривых, а значит, коэффициент подъёмной силы
зависит и от размера частиц, и от их формы.
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Рисунок 3.6 – Значения коэффициента подъёмной силы 𝑐𝑙 = 𝐹𝑙/(𝜌𝐺
2
𝑚𝑎4𝑒) в зависимо-

сти от расстояния до стенки канала 𝑧/𝐻 для сфероидов с отношением полуосей 𝑏/𝑎 = 1

(круги), 0.8 (треугольники), 0.5 (квадраты). Синие символы соответствуют сфероидам с
радиусом вращения 𝑎/𝐻 = 0.1, жёлтые символы - сфероидам с 𝑎/𝐻 = 0.075.

Второй вариант предполагает линейную зависимость подъёмной силы от со-
отношения полуосей сфероида 𝑏/𝑎. Предложена и затем проверена на следующая
скейлинговая формула для 𝐹𝑙:

𝐹𝑙(𝑧) = 𝜌𝑎3𝑏𝐺2
𝑚𝑐𝑙(𝑧) = 𝜌𝑎4

𝑏

𝑎
𝐺2

𝑚𝑐𝑙(𝑧). (3.1)

Проверка этой скейлинговой формулы приведена на рисунке 3.7.

Как видно на рис.3.7(а), кривые для 𝑐𝑙 наложились друг на друга в централь-
ной части канала. На рис.3.7(b) показано, что отношение 𝐹𝑙 сфероида к 𝐹𝑙 сферы
такого же значения 𝑎/𝐻 сходится к значению 𝑏/𝑎 при удалении от стенки, что
подтвеждает предложенную формулу. Настоящий вывод был проверен и подтвер-
ждён и при других числах Рейнольдса течения: Re = 11.5, 46. Заметим, что вблизи
стенки (𝑧 < 2𝑎) скейлинговая формула не подтверждена. Предположительно это
связано с тем, что на таких расстояниях от 𝑏/𝑎 зависит ещё и скорость скольжения
частиц, которая входит в выражение для 𝑐𝑙 (1.15). Рисунок 3.8 свидетельствует о
том, что на больших расстояниях от стенки канала скорость скольжения одина-
кова и равна поправке Факсена для сферических частиц (формула 1.10), а вблизи
стенки наблюдается расхождение, что и ожидалось.
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Рисунок 3.7 – (a) Значения коэффициента подъёмной силы 𝑐𝑙 = 𝐹𝑙/(𝜌𝐺
2
𝑚𝑎3𝑏) в зависимо-

сти от расстояния до стенки канала 𝑧/𝐻 для сфероидов с отношением полуосей 𝑏/𝑎 = 1

(круги), 0.8 (треугольники), 0.5 (квадраты). (б) Отношение подъемной силы 𝐹𝑙, действую-
щей на сфероид к силе 𝐹 0

𝑙 , действующей на сферу такого же радиуса вращения 𝑎 в зави-
симости от расстояния до стенки канала 𝑧/𝐻. Синие символы соответствуют сфероидам
с радиусом вращения 𝑎/𝐻 = 0.1, жёлтые символы - сфероидам с 𝑎/𝐻 = 0.075.
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Рисунок 3.8 – График зависимости скорости скольжения в зависимости от расстояния до
стенки канала 𝑧/𝐻 для сфероидов с отношением полуосей 𝑏/𝑎 = 1 (круги), 0.8 (треуголь-
ники), 0.5 (квадраты). Синие символы соответствуют сфероидам с радиусом вращения
𝑎/𝐻 = 0.1, жёлтые символы - сфероидам с 𝑎/𝐻 = 0.075.
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3.3 Движение вытянутых сфероидов

Движение вытянутых сфероидов характеризуется колебаниями вокруг услов-
ного положения равновесия. Расчёты показали, что для свободно движущегося
вытянутого сфероида при малых числах Рейнольдса частицы устойчивым режи-
мом вращения является «кувыркание» в плоскости течения. Схематически дви-
жение вытянутого сфероида представлено на рисунке 3.9.

–∇p
z

y x

Ω

2a

d

φ

Рисунок 3.9 – Схематическое изображение режима «кувыркания» вытянутого сфероида.
Ω – направление вращения, 𝑑 – вектор ориентации.

Ориентация частицы в режиме «кувыркания» меняется периодическим об-
разом – вектор 𝑑 совершает вращение в плоскости (𝑥𝑧), а вертикальная компо-
нента действующей на частицу силы зависит от мгновенной ориентации частицы.
Непосредственное измерение нестационарной подъёмной силы в режиме «кувыр-
кания» не представляется возможным, так как для надёжного измерения силы в
методе решёточного уравнения Больцмана требуется усреднение по большому
числу шагов. Поэтому была измерена сила при фиксированной ориентации, для
чего проведена следующая серия экспериментов. Сфероид фиксировался на рас-
стоянии условного положения равновесия от стенки под углом 𝜙 к направлению
течения так, что у частицы сохранялась свобода перемещения только вдоль ли-
ний тока. Разные ориентации частицы давали разное значение подъёмной силы.
Полученные результаты в диапазоне 𝜙 от 0 до 𝜋 показаны на рисунке 3.10.
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Рисунок 3.10 – Вертикальная компонента силы, действующей на сфероид в зависимости
от угла между его осью вращения и стенкой канала. Параметры частицы: 𝑎/𝐻 = 0.1, 𝑏/𝑎 =

2.

График свидетельствует о том, что подъёмная сила частицы в отсутствие
вращения является знакопеременной функцией от 𝜙. В диапазонах 𝐹 > 0 подъ-
ёмная сила направлена вверх вдоль оси 𝑧, и частица поднимается. Однако при
определённом значении 𝜙 сила меняет направление, поэтому частица начинает
опускаться. При достижении угла 𝜙 значения, при котором 𝐹𝑙 снова меняет знак,
движение повторяется. Следует отметить, что измеренная сила является линей-
ной комбинацией инерционной подъёмной силы и силы вязкого сопротивления,
связанной с несимметричностью обтекания сфероида при фиксированной ориен-
тации. Однако можно полагать, что для свободно вращающейся частицы инер-
ционная подъёмная сила будет знакопеременной во времени, что и приводит к
колебанием z-координаты центра частицы.
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ВЫВОДЫ

1. Численно методом решёточного уравнения Больцмана установлено, что сплюс-
нутый сфероид при миграции к положению равновесия приходит к устойчи-
вому режиму движения – режиму качения. В этом режиме вектор ориента-
ции сфероида направлен перпендикулярно потоку жидкости.

2. Получена скейлинговая оценка для инерционной подъёмной силы сплюсну-
того сфероида, хорошо согласующаяся с численными результатами вдали
от стенки канала.

3. Установлено, что движение вытянутого сфероида отличается от движения
сплюснутого периодическим колебаниям относительно среднего условного
положения равновесия. В этом режиме вектор ориентации частицы враща-
ется вокруг оси, перпендикулярной направлению течения.

4. Показана причина колебаний траектории вытянутого сфероида: она обу-
словлена зависимостью знака подъёмной силы от ориентации частицы.
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4. ПРИЛОЖЕНИЕ

4.1 Описание метода решёточного уравнения Больцмана

4.1.1 Уравнение Больцмана

Метод моделирования основан на главном уравнении кинетической теории
газов – уравнении Больцмана, дающем микроскопическое описание эволюции со-
стояния газа, т.е. описывающем динамику изменения распределения частиц газа
по скоростям в каждой точке пространства.

Введём функцию плотности распределения молекул газа в фазовом про-
странстве – 𝑓(𝑟, 𝑢, 𝑡). Тогда 𝑓(𝑟, 𝑢, 𝑡)𝑑3𝑟𝑑3𝑢 есть доля частиц, находящаяся в мо-
мент времени 𝑡 в кубе 𝑑3𝑟𝑑3𝑢. Для того, чтобы найти плотность газа, необходимо
проинтегрировать плотность распределения по пространству скоростей:

𝜌 =

∫︁
𝑓(𝑟, 𝑢, 𝑡)𝑑3𝑢. (4.1)

Зная плотность, можем записать выражение для макроскопической скоро-
сти:

U =
1

𝜌

∫︁
𝑓(𝑟, 𝑢, 𝑡)u𝑑3𝑢. (4.2)

Субстанциональная производная плотности распределения:

𝑑𝑓

𝑑𝑡
=

𝜕𝑓

𝜕𝑡
+ u∇𝑓 + F

𝜕𝑓

𝜕p
, (4.3)

где F – сила, действующая на молекулу со стороны поля.

По причине столкновений молекул постоянство функции распределения
вдоль фазовых траекторий не будет выполняться, поэтому

𝑑𝑓

𝑑𝑡
= Ω𝑘 (4.4)

или
𝜕𝑓

𝜕𝑡
+ u∇𝑓 +

F

𝑚
∇𝑢𝑓 = Ω𝑐𝑜𝑙𝑙. (4.5)
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Величина Ω𝑐𝑜𝑙𝑙 называется интегралом столкновений. Её значение в прибли-
жении Батнагара-Гросса-Крука [54]:

Ω𝑐𝑜𝑙𝑙 = −1

𝜏

(︂
𝑓
(︀
r, 𝑡

)︀
− 𝑓 𝑒𝑞

(︁
u
(︀
r, 𝑡

)︀
, 𝜌
(︀
r, 𝑡

)︀)︁)︂
, (4.6)

𝑓 𝑒𝑞 – равновесное распределение (Максвелла-Больцмана):

𝑓 𝑒𝑞 =
(︁ 𝜌

2𝜋𝑅𝑇

)︁3/2
𝑒

−(𝑢−𝑈)2

2𝑅𝑇 , (4.7)

𝜏 – время релаксации (обезразмеренное). Разность 𝑢 − 𝑈 означает, что мы нахо-
димся в системе отсчёта, где газ неподвижен.

Уравнение (4.5) при условии определённого оператора Ω𝑐𝑜𝑙𝑙 называется ки-
нетическим уравнением Больцмана.

4.1.2 Дискретизация уравнения Больцмана

Чтобы численно решить уравнение, вводится равномерная пространственно-
временная решётка, при бесконечно малом шаге которой совершается переход
в уравнение Больцмана. Поведение системы будем определять в узлах решётки.
Дальнейшие уравнения запишем в отсутствие внешнего поля и единичном шаге по
времени. Пронумеруем все возможные направления скорости для i-й частицы от 1
до Q, тогда 𝑓𝑖(𝑟, 𝑡) описывает частицы, летящие в направлении i за единичный шаг
во времени, и уравнение Больцмана для этой группы частиц запишется в виде:

𝑓𝑖 (r+ u𝑖, 𝑡+ 1)− 𝑓𝑖(r, 𝑡) = −𝑓𝑖 − 𝑓 𝑒𝑞
𝑖

𝜏
(4.8)

𝑓 𝑒𝑞
𝑖 будем извлекать из узла 𝑟+𝑢𝑖𝑡 в момент времени 𝑡+1, тогда уравнение

(4.8) можно разложить на 2 составляющие – распространение (advection/streaming)
и столкновение частиц (collision). На этапе распространения:

𝑓𝑖 (r+ u𝑖, 𝑡+ 1)− 𝑓𝑖(r, 𝑡) = −𝑓𝑖 − 𝑓 𝑒𝑞
𝑖

𝜏
(4.9)

Этап столкновения частиц:

𝑓𝑖(r, 𝑡)− ̂︀𝑓𝑖(r, 𝑡) = −
̂︀𝑓𝑖 − 𝑓 𝑒𝑞

𝑖

𝜏
, (4.10)
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где за ̂︀𝑓𝑖(r, 𝑡) принята функция распределения частиц, ещё не столкнувшихся на
текущем временном шаге.

Соответственно, дискретизированные макроскопические скорости будут рав-
ны

𝜌 =

𝑄∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖, (4.11)

𝑈 =
1

𝜌

𝑄∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖𝑢𝑖. (4.12)

Таким образом, каждый шаг вычислительной схемы состоит из этапов:

1. распространение частиц во всех допустимых направлениях;

2. пересчёт плотностей, скоростей, равновесных функций распределения;

3. реализация столкновения частиц.

4.1.3 Выбор пространственной решётки

Теперь коснёмся вопроса, какие вектора скорости являются разрешёнными.
Заметим, что любая ячейка должна содержать нулевой вектор, т.е. такое положе-
ние, при котором частица остаётся на месте. Кроме нулевого вектора, возможны
вектора переходов в соседние узлы. Обозначим за 𝐷 = 𝑚 размерность простран-
ства, а за 𝑄 = 𝑛 – число разрешённых векторов в решётке. При реализации метода
обычно используют решётки D2Q9, D3Q15 и D3Q19 (представлены на рисунках
4.1, 4.2).
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Рисунок 4.1 – Геометрия решётки D3Q19, с1,...с19 – набор базисных векторов. Рисунок
сделан на основе [55].
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Рисунок 4.2 – Геометрия решётки D2Q9, с0,...с8 – набор базисных векторов.

4.1.4 Переход к макроскопическим параметрам

Переход к макроскопическому описанию означает, что уравнение Больц-
мана, дискретизированное на решётке, в устремлении шага по времени к нулю
должно переходить в непрерывное уравнение Больцмана, которое, в свою очередь,
должно перейти в уравнению Навье-Стокса. Не углубляясь в детали, в общих чер-
тах коснёмся перехода.
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Эквивалентность 𝜌 и 𝑢 в дискретном и непрерывном случаях означает сле-
дующее:

𝜌 =

∫︁
𝑓 𝑒𝑞(𝑟, 𝑢, 𝑡)𝑑3𝑢 =

𝑄∑︁
𝑖=1

𝑓 𝑒𝑞
𝑖 , (4.13)

U =
1

𝜌

∫︁
𝑓 𝑒𝑞(𝑟, 𝑢, 𝑡)u𝑑3𝑢 =

1

𝜌

𝑄∑︁
𝑖=1

𝑓 𝑒𝑞
𝑖 𝑢𝑖. (4.14)

Настоящие равенства выполняются только в том случае, если распределе-
ние Максвелла-Больцмана разложить в ряд Тейлора до 2-го порядка по макроско-
пической скорости [56]:

𝑓 𝑒𝑞 =
𝜔𝑖𝜌

(2𝜋𝑅𝑇 )3/2
exp

(︀
−𝑢2/2𝑅𝑇

)︀{︂
1 +

(𝑢 · 𝑈)

𝑅𝑇
+

(𝑢 · 𝑈)2

2(𝑅𝑇 )2
− 𝑈 2

2𝑅𝑇

}︂
, (4.15)

𝜔𝑖 – весовые коэффициенты.

Разложение в ряд возможно в том случае, если 𝑈/
√
𝑅𝑇 ≪ 1. Пересчи-

таем 𝑅𝑇 в единицах моделирования. Поскольку в численной модели за единицу
времени частица проходит единицу длины решётки, то скорость распространения
частицы равна единице. Из молекулярной физики известно:

𝑐𝑠 =

√︃
𝛾𝑅𝑇

𝜇
, (4.16)

𝛾 = 1+2/𝑖 – постоянная адиабаты, 𝜇 – молекулярная масса газа, принима-
емая в модели за единицу. 𝑖 – степень свободы газа, равная единице, так как моле-
кулы двигаются лишь вдоль прямых, соединяющих узлы решётки. Отсюда 𝛾 = 3

и
√
𝑅𝑇 = 1/

√
3. Обычно скорость звука перенормируют на 𝛾, т.е. 𝑐𝑠 = 1/

√
3,

тогда выражение для 𝑓 𝑒𝑞 принимает вид:

𝑓 𝑒𝑞 =
33/2𝜔𝑖𝜌

(2𝜋𝑐2𝑠)
3/2

exp
(︀
−3𝑢2/2𝑐2𝑠

)︀{︂
1 +

(3𝑢 · 𝑈)

𝑐2𝑠
+

9(𝑢 · 𝑈)2

2(𝑅𝑇 )2
− 3𝑈 2

2𝑐2𝑠

}︂
(4.17)

Кинематическая вязкость жидкости вычисляется следующим образом:

𝜈 = (𝜏 − 1/2)𝑐2𝑠 =
2𝜏 − 1

6
(4.18)
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Число Рейнольдса:
𝑅𝑒 =

𝐿𝑣

𝜈
, (4.19)

𝐿, 𝑣 – характеристические длина и скорость соответственно.
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